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Problem A
Alimentacdo saudavel

O problema pode ser modelado como uma tarefa de otimizagdao: em cada turma, os alunos gostam
de varias frutas, e as frutas podem ter intersecoes de preferéncia. A chave para minimizar o total de
alunos é considerar, em cada turma, qual fruta tem o maior nimero de apreciadores, pois todos os
demais gostos podem ser “explicados” por subconjuntos desses alunos.

Ou seja, na turma j, o nimero minimo de alunos existentes é o maximo entre os niimeros informados
na coluna j. Repetindo esse raciocinio para cada turma e somando os méaximos, obtemos o menor
ntumero possivel de alunos.
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Problem B
Baralho Alho

Temas necessarios: permutacoes (e seus ciclos), string matching, teorema chinés do resto

Uma primeira observagao € que a gente tem que quebrar a permutacao nos seus ciclos, e resolver
separado. Para cada ciclo, a gente quer saber quais rotagoes de um vetor dao igual ao outro. Uma
forma de descobrir isso é duplicando o vetor e rodando um KMP (ou equivalente). Se algum vetor
nao tem nenhuma rotagao que da igual ao outro, IMPOSSIVEL.

Agora, a gente tem vdrias congruéncias da forma k = a; (mod m;), e a gente precisa “combinar”
elas. Isso é o que o teorema chinés do resto (CRT) resolve pra gente, mas o problema é que os nimeros
podem ficar grande demais, e a gente tomaria overflow. A solucdo pra isso é primeiro verificar se é
possivel ou nao, e depois ir juntando equacao uma por uma, até que o LCM fique grande demais.

Para verificar se tem solucao, apresentamos 2 jeitos.

Jeito 1: note que, apds deduplicar equagoes com mesmo mod, temos no maximo O(y/n) equagoes
distintas, entao a gente pode verificar se par-a-par as equacoes sao satisfaziveis, e isso é verdade
se e somente se o conjunto inteiro é satisfazivel, ai a gente testa o IMPOSSIVEL assim. Referéncia:
https://math.stackexchange.com/q/1180796.

Jeito 2:

A gente fatora m; nos seus fatores primos distintos (m; = pffl’l e pflez) Agora, vemos que

k=a; (mod m;)

se e somente se

€41

k=a; (modp;5)

ei,z,-
k=a; (mod modp,,")
Isso funciona ja que o GCD desses mods que a gente criou é 1. Ou seja, a gente “quebrou” a congruéncia
nos primos distintos.
Ap6s fazer isso com todas as congruéncias, a gente vai ter que o conjunto inicial de congruéncias
é equivalente ao conjunto de congruéncias:
€0,0
k=byo (modp,")
€0,1
k=bo1 (modp,")

60,y0)

k=bo,y, (mod p,

et,O)

k=bto (mod p,

et,l)

k=0b, (mod p,

et,yt)

k= biy, (modp
onde p; é primo. Vamos resolver para cada primo separado. Pensando em um s6 primo p:

k=by (mod p®)
k=b1 (mod p*)

k = by, (mod p®o)


https://math.stackexchange.com/q/1180796
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Agora basta ver se ndo tem nenhuma “incompatibilidade” entre essas congruéncias. Se nao h&
incompatibilidade dentro de nenhum primo, entao sabemos que a resposta existe, pelo teorema chinés
do resto.

Para agregar as congruéncias de um mesmo primo, se vocé tem equacoes incompativel, como no
caso em que k tem que ser congruente a O mod 5 e a 1 mod 5, entao nao da. Depois de fazer isso
para toda poténcia do primo independentemente, a gente vai agregar de uma poténcia para a outra
(agregar do 5 com 25 = 52, com 125 = 53, etc.) Isso é facil: se vocé tem que k = 1 (mod 5), entdo
k=1 (mod 25) também. Entao ¢ s6 ir fazendo isso “subindo” nas poténcias, e vendo se tem alguma
inconsisténcia.

Apés fazer isso (jeito 1 ou jeito 2): agora a gente sabe que é possivel, e sé queremos testar
se é DEMAIS ou ndao. A gente vai juntando as equacdes uma por vez, até que o LCM > 10%. Nesse
caso, a resposta é x = “o que a gente tem”, ou >= x + LCM. Entao a gente testa se x funciona. Se
x funciona e x <= 10%, imprime . Sendo, imprime DEMAIS.
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Problem C
Collatz polinomial

Neste problema sé é necessério fazer a simulacdao das operagoes, nao sendo necessario fazer qualquer
tipo de otimizacao adicional. Isso se deve ao fato da quantidade de iteracées maxima ser baixa, sendo o
caso de teste com maior resposta 101. Vetores podem ser utilizados, porém é comum a implementagao
utilizar inteiros, onde cada bit representa um coeficiente do polinomio.

Um polindémio pode ser representado por um vetor de inteiros que podem receber valores de 0 a 1,
onde cada posicdo i do vetor é o valor do coeficiente de z*. Por exemplo o polinomio z+1 é representado
pelo vetor [1,1], e o polinémio z? por exemplo é o vetor [0,0,1]. O essencial é implementar as duas
operacoes:

e Para multiplicar um polindémio por (z + 1), primeiro multiple o polindémio por z . Isso pode
ser feito movendo cada posigdo uma posigao acima, por exemplo [1,0,1], o polindémio 22 +1
vira [0,1,0, 1], o polindmio 3 + x. Af some com o polindémio original em cada posicao, ou seja
[0,1,0,1] +[1,0,1] = [1,1,1,1] representando o polinémio x3 + x? + x + 1. Note que se na soma
uma posicao resulta em coeficiente 2, ela deverd se tornar 0, o que é idéntico a operagao de xor,
soma modulo 2.

e Para dividir o polinomio por x, basta deslocar todos os elementos em uma posicao para baixo,
por exemplo [0, 1, 1] vira [1,1]. Essa operacao sé é feita com o termo constante 0.

A simulagao acaba quando o vetor for da forma [1] que representa o polindémio 1. Note que nao é
necessario que se reduza o tamanho do vetor em todas as operagoes, ele pode ser sempre do mesmo
tamanho (por exemplo de tamanho 21).
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Problem D
. 7
Dominds
Para resolver esse problema é necesséario resolver os seguintes subproblemas:

e Dado um conjunto de pegas de domind, é possivel vencer um jogo com este conjunto?

e Se cada subconjunto de um mesmo conjunto C' possui um determinador valor, como calcular
rapidamente a soma de todos os valores dos subconjuntos de um determinado subconjunto?

O primeiro problema pode ser resolvido formulando o jogo de dominé como um grafo nao dire-
cionado, onde cada vértice é uma peca de dominé e duas pecas estao ligadas se elas possuem um
nimero em comum. Se um grafo é semi-euleriano, ou seja, ele admite um caminho euleriano — um
caminho que visita todas as arestas exatamente uma vez, mas que pode comecar e terminar em vértices
diferentes — entao ele é um jogo de dominé onde é possivel vencer. Um grafo é semi-euleriano se ele
possui exatamente um componente conexo e existe exatamente zero ou dois vertices com grau impar.
Isso é possivel verificar fazendo uma busca em profundidade em O(N + M) onde N é a quantidade de
pecas de dominé e M é a quantidade de arestas que nao excede 21.

O segundo problema pode ser resolvido utilizando uma técnica de programagao dindmica chamada
“soma sobre subconjuntos” (sum over subsets (SOS)). Mais detalhes no seguinte blog do Codeforces:
https://codeforces.com/blog/entry/45223. Desta forma a complexidade de se computar é de
O(M -2M).

Juntando os dois subproblemas, basta pré-computar para todo subconjunto de dominds se é possivel
vencer ou nao o jogo com este subconjunto. Isto terd complexidade O(M - 2M). O valor entdo de
cada subconjunto serd 0 ou 1, e basta aplicar a técnica de programacao dinamica para saber qual a
soma de todos os subconjuntos para cada subconjunto, também com complexidade O(M - oM ). Para
resolver o problema, é necessario apenas descobrir qual o subconjunto de pecas da consulta e imprimir
o resultado que j4 foi calculado para aquele subconjunto.


https://codeforces.com/blog/entry/45223
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Problem E
Expansao rodoviaria

De forma resumida, o problema fornece como entrada um grafo G e busca determinar se existe uma
arvore T tal que T? = (. Em caso afirmativo, o objetivo é retornar uma arvore que satisfaca essa
condicao.

Note primeiro que se G for um grafo completo, entdo sempre ha resposta: Escolhendo qualquer
vértice e conectando-o diretamente a todos os demais, obtemos uma arvore 1" cuja distancia méxima
é 2. Assim, T? é o grafo completo. Desse modo, vamos supor que M # w no que segue.

Existem algumas formas de se resolver este problema. Neste editorial, mostraremos duas aborda-
gens, que serao expostas independentemente:

e A primeira abordagem usa componentes biconexas para achar candidatos para a vizinhanca em T'
de um vértice. Mostra-se entao que saber a vizinhanca de um vértice qualquer em T é suficiente
para calcular todas as demais.

e A segunda abordagem, que requer conhecimento de Lex-BF'S, consiste em detectar as folhas da
arvore original para, com isso, reduzir o grafo; em seguida, o processo é invertido para construir
a arvore resultante.

Em ambas as solugoes, vamos supor que o grafo G de entrada é, de fato, o quadrado de uma arvore
(T?), e nosso trabalho é apenas encontrar uma arvore 1" correspondente. Na pratica, isso significa que
certas situagoes que consideramos como garantidas na descricao abaixo, podem nao acontecer. Nesse
caso, a solucao deve detectar tal falha e imprimir que nao existe arvore vélida.

PRIMEIRA ABORDAGEM: COMPONENTES BICONEXAS

Esta solucao foi primariamente elaborada por Arthur Nascimento.

Para minimizar confusdo, iremos escrever N (v) para denotar a vizinhanca de v na arvore T' (que
queremos computar) e Ng(v) para denotar a vizinhanga de v no grafo G da entrada, que supomos
satisfazer G = T2.

A solugao se baseia no seguinte fato-chave: Suponha que, para algum vértice v, sabemos o conjunto
Nr(v). Entao conseguimos reconstruir a drvore 7' toda. De fato, suponha que w é vizinho de v em T'.
Obviamente, v estd na vizinhanca de w. Além disso, os outros vizinhos de w em T s&o os elementos
de Ng(w) que estao a distancia exatamente 2 de v em 7. Em termos simbdlicos,

Nr(w) = {v} U (Ng(w) N (Na(v) \ Nr(v)))-

Assim, se soubermos um N7 (v), podemos fazer uma busca em profundidade que calcula as vizinhangas
dos vizinhos do vértice atual e procede recursivamente.

Nosso objetivo é entdao achar Np(v) para algum vértice v. Suponha que sabemos encontrar um v
nao é folha de T. Considere o grafo 77 := T \ v obtido de T através da remogao do vértice v e das
arestas incidentes a ele. Se Np(v) = {w1,...,wi} (k > 2), entdo T” tem k componentes C1, ..., Ck,
e podemos numeré-las de modo que w; € C; para todo 1 < i < k. Iremos também denotar por C/ o
conjunto C; \ {w;}.

Note que, para i # j, qualquer caminho em T entre C] e w; necessariamente passa por w; e logo
depois por v. Afirmamos que isso implica que Ny (v) = {wy,...,w;} é componente biconexa do grafo
G’ := G\ v. De fato:

e Quaisquer dois vértices de Np(v) estdo diretamente conectados em G’, e portanto Np(v) é
biconexo.
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e A remocao de w; desconecta C do resto de Np(v) em G’'. Como todo vértice fora de Np(v) estd
em algum C!, vemos que N (v) é maximal biconexo em G’

Intuitivamente, podemos explicar o segundo ponto do seguinte modo: um caminho entre C; e o resto de
Nr(v) em G’ teria que “pular” os vértices consecutivos w; e v do caminho em T, e as “arestas-atalho”
(isto é, arestas de T2 que nao estdo em T') s6 permitem pular um vértice por vez.

Além disso, se |C;| > 2, pode-se verificar que C; é também uma componente biconexa de G’
(intuitivamente, podemos “pular” qualquer vértice removido de C; usando as “arestas-atalho”). Em
outras palavras, se |C;| > 2, entao w; é vértice de corte, e uma das duas componentes biconexas de G’
que contém w; é exatamente Np(v).

E possivel mostrar que esses sao os Unicos vértices de corte, e que nenhum vértice estd em mais
de duas componentes biconexas. Assim, se soubermos que v nao ¢é folha de T, basta entdo achar
um vértice de corte ¢ de G \ v. Para cada componente biconexa C' que contém ¢, testamos se C'
pode ser Np(v) calculando as demais vizinhangas em T com o fato-chave do comego da explicagao e
verificando se a drvore resultante de fato satisfaz T2 = G. Caso o vértice de corte esteja em mais de
duas componentes biconexas, o problema nao tem solucao.

Na verdade, se comegarmos com um vértice w qualquer e G\w nao for biconexo, entao w certamente
¢é nao-folha e podemos proceder como antes. Caso isso nao ocorra, w é uma folha, mas podemos achar
uma nao-folha em Ng(w) facilmente. De fato, se w for folha, um elemento v € Ng(w) é também folha
se e 86 se Ng(v)U{v} = Ng(w) U {w}. Assim, conseguimos achar um v € Ng(w) que nao é folha e
usar v para fazer o procedimento anterior.

Desafio: O procedimento acima testa duas arvores no pior caso. Em que situagoes as duas arvores
construidas sao respostas validas para o problema?
Desafio: Implemente essa abordagem em tempo O(M ).

SEGUNDA ABORDAGEM: LEX-BFS

Esta solucao é baseada no artigo “Algorithms for Square Roots of Graphs”, de Yaw-Ling Lin e
Steven S. Skiena.

Uma observacao sutil, porém fundamental, é que um vértice é uma folha em T se, e somente
se, sua vizinhanca em G formar uma clique. O fato de que “se um vértice é uma folha, entdo sua
vizinhanca forma uma clique” é algo facil de provar e bem intuitivo. Para a reciproca, podemos
usar a contrapositiva: se um vértice ¢ nao é uma folha em T, entdo deve existir um caminho como
a — b — ¢ — d na arvore original. Isso implica que a e d estdo na vizinhanca de ¢ em T2, mas como a
distancia dr(a,d) = 3, ndo haverd a aresta a — d em T?. Portanto, a vizinhanga de ¢ em G nao forma
uma clique.

Para encontrar as folhas, poderiamos iterar sobre os vértices e checar se suas vizinhancas formam
uma clique. Contudo, fazer isto de forma direta resulta em uma complexidade alta, o que pode
nao ser eficiente o suficiente. Em grafos da forma T2, cada aresta estd em no maximo dois cliques
maximais (cliques que nao sao subconjuntos de uma clique maior), e portanto a soma dos tamanhos
dos cliques maximais é O(|E|). Além disso, se T' é uma arvore, entdo 72 é um grafo cordal. Existe
um algoritmo eficiente para encontrar os cliques maximais utilizando um Lex-BFS para achar uma
ordenacdo de eliminacao perfeita de um grafo cordal, e a partir disso computar os cliques maximais.
Para mais referéncias, acesse: https://en.wikipedia.org/wiki/Chordal_graph. Ao encontrar os
cliques maximais, é facil identificar as folhas, pois sao os vértices que pertencem a apenas uma clique
maximal. Com isto, temos um algoritmo para encontrar as folhas.

Uma observacao seguinte para a resolucao do problema ¢é que, dada uma folha f, podemos analisar
sua vizinhanga em G, Separamos essa vizinhanga em dois subconjuntos: F' (vértices que também sao
folhas) e I (vértices que s@o internos, isto é, que nao sao folhas). Podemos observar que o conjunto F’
é formado pelos vértices adjacentes a f que tém mesmo grau que f em G. A partir do tamanho do
conjunto I, podemos fazer as seguintes inferéncias:


https://en.wikipedia.org/wiki/Chordal_graph
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e Se |I| <1, ent@o a arvore é uma estrela.

e Se |I| > 3, entao o pai do conjunto de folhas F' U {f} na arvore original 7' é o centro de uma
estrela formada pelos vértices em 1.

e Se |I| = 2, entao existe uma aresta em T conectando os dois vértices em I. Para determinar
qual deles é o pai de F'U {f}, temos as seguintes observagoes:

— Se algum dos vértices em F' ja teve uma aresta inferida em um passo anterior do processo
de reconstrugao para um dos vértices em I, entao essa conexao define o pai.

— O vértice nao conectado v é removido no mesmo momento que o vértice conectado u. Isso
s6 poderia acontecer na ultima iteragdo, quando o grafo se torna uma arvore estrela e
precisamos inferir quem é o centro e quem sao as folhas. Porém, a peniltima operagao (que
nao ¢é a considerada no cenario atual, dado que a arvore apds remover F' tem diametro de
pelo menos 4) seria necessariamente uma operagao com |I| = 2, envolvendo v e um outro
vértice w. Nesse caso, nao seria possivel considerar u como o centro da estrela final, e sim
como uma das folhas, o que o levaria a ser removido primeiro.

Prova: Suponha falso. Sejam wu o vértice de I conectado a F' em T e v um vértice de I nao
conectado.

e Caso 1: O vértice nao conectado v é removido antes do vértice conectado u. Isto significa que,
no momento da remocao de v, o vértice u ainda nao era uma folha e possuia outras conexdes na
arvore remanescente. Entao |I| > 3, o que é uma contradigao.

e Caso 2: O vértice u e o vértice v sao removidos ao mesmo tempo. Isto s6 poderia acontecer se
o grafo remanescente fosse uma estrela. Contudo, a premissa para esta analise é que a arvore
apés a remocao de F' tem diametro de pelo menos 4, o que descarta a possibilidade de o grafo
ser uma simples estrela nesse estagio.

Com isto, temos um algoritmo para reconstruir a arvore. Realizamos o processo de remocgao de
folhas e, em seguida, revertemos as operacoes. Essa reversao pode gerar até duas arvores candidatas
considerando a aresta inferida na peniltima operacao para ser o centro da estrela da ltima operacao.
Ao final, simplesmente checamos se alguma dessas duas opcoes T satisfaz a condicdo T2 = G.
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Problem F
Frangolino ali na mesa

Sejam X1,..., X as instrucoes que o robo recebeu. Vamos resolver o problema de tras pra frente,
considerando adicionar ao problema uma instrucao de cada vez. Mais especificamente, vamos inicial-
mente considerar que o rob6 comega na mesa X¢g e nao executa nenhuma instrucao. Depois, vamos
considerar que o robd comeca na mesa Xg_1 e que executard somente a instrucao Xg, e assim por
diante.

De forma mais geral, vamos analisar como o valor esperado da quantidade das milanesas se com-
porta conforme consideramos as operagoes do nosso robo de tras pra frente. Mais formalmente, vamos
definir E (i, j) como o valor esperado de milanesas na mesa j se o robd comecar na mesa X; e processar
as instrucoes X;.1,...,Xqg. Por conveniéncia, podemos estabelecer que Xy = 1. Portanto, desejamos
descobrir E(0, j) para toda mesa j.

Vamos olhar mais de perto o que acontece com os nossos valores esperados quando consideramos
uma instrugao nova. Mais especificamente, vamos analisar a diferenga entre E(i,j) e E(i + 1,7). Nao
é dificil perceber que E(i,j) # E(i + 1,7) sse X; = j. Portanto, somente uma mesa tem o seu valor
esperado modificado conforme consideramos uma instrucao nova.

Por dltimo, podemos definir a seguinte recorréncia para F(i, j).

Xi+1 XQ

Bli+1,5)+ 250 + 282 4 4 22 se X; =
E(i+1,75) se X; # ]

Ja que agora existe % de chance de a mesa X; receber X;;1 milanesas, i de chance da mesa receber
X;+2 milanesas, e assim por diante.

Apesar da recorréncia a principio parecer bidimensional, é notdvel que somente um valor de j é
modificado a cada iteragao. Isso permite que a resolvamos em O(n), iterando de tras pra frente pelas
X

~ Xi X;
operagdes e mantendo um acumulador com as somas de =5= + =F= + - + 55%.

4
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Problem G
Gerador universal

A observacao principal para resolver o problema é que, para um B fixo e assumindo que nao é possivel
aplicar operacoes com i < 0, existe uma Unica maneira de zerar os bits de C' — ou nenhuma.

A intuigao por tras desta afirmacao baseia-se em um algoritmo guloso: ao varrer os bits da esquerda
para a direita, sempre que um bit ativo é encontrado, aplica-se a operacao alinhando o bit mais
significativo de B com esse bit. Uma prova mais rigorosa de por que isso funciona é observar que as
mascaras geradas por B, considerando apenas as operacoes com i > 0, formam um conjunto de vetores
linearmente independentes em Z'.

Ao iterar sobre todas as méascaras B possiveis e as diferentes operacoes com i < 0, a aplicacido do
algoritmo guloso resulta em uma complexidade de O(mn - 2°™), onde m = |B| e n = |C|. Para os
limites do problema, essa complexidade é suficiente para que uma implementacdo com uma constante
razoavel seja aceita. No entanto, algumas observacoes podem otimizar a complexidade:

e Pode-se melhorar a constante do cédigo por um fator de 2 ao perceber que a méscara étima
sempre terd o bit menos significativo ativo. Caso contrario, seria possivel deslocar todos os bits
da maéscara para a direita, mantendo o mesmo ntimero de operagoes.

e E possivel remover o fator m da complexidade utilizando métodos mais eficientes para aplicar a
operacao, em vez de um simples lago com uma operagao XOR.
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Problem H
Habilidades especiais

Apresentaremos duas solucdes para o problema, ambas com complexidade O(K - (N + M + 25)), onde
K é a quantidade de digitos, N é o niimero de alunos e M é a quantidade de nimeros especiais. A
primeira solucao utiliza convolu¢ao de OR com Fast Walsh-Hadamard Transform (FWHT), enquanto
a segunda solucao emprega a técnica de DP sobre subconjuntos (SOS DP).

Solugao por Convolugao: O(K - (N + M + 25))

A ideia da solugao é modelar o problema como uma Convolugao de OR, usando Fast Walsh—-Hadamard
Transform.
Primeiramente, definimos os seguintes polinémios:

Fs3(x) = convey(conve, (F(x), F(x)), F(x))

Agora, consideramos o polinémio:

Fs(z) = Zak P

O coeficiente ay representa a quantidade de trios (com repetigao de elementos permitida) cuja OR
(bit a bit) seja k. No entanto, queremos apenas as equipes validas, ou seja, formadas por 3 alunos
distintos. Portanto, é necessario ajustar essa contagem.

Para isso, usamos outros dois polindmios auxiliares:

FQ(Q?) = Z bk . :ck

Aqui, o coeficiente by representa a quantidade de trios em que pelo menos dois dos trés ele-
mentos sao iguais e cuja OR (bit a bit) seja k.

Fi(z) = ch P

Neste caso, o coeficiente ¢ corresponde a quantidade de trios onde os trés elementos sao iguais
e cuja OR (bit a bit) seja k.

Correcao das Contagens

Agora que temos as contagens para todos os casos, precisamos isolar as combinagoes com 3 ele-
mentos distintos. Para isso, aplicamos o principio da inclusao-exclusao.

e ay inclui todas as combinagoes, inclusive aquelas com repeticoes de elementos.
e by conta as combinacoes com pelo menos 2 elementos iguais.

e ¢;, conta as combinacbes com todos os elementos iguais.

A quantidade de trios com 3 elementos distintos é entdo dada por:

ap —3-bp+2-¢p
6

respostay =

A justificativa é a seguinte:

e Subtraimos 3 - by porque um trio com dois elementos iguais pode ter o elemento distinto em
qualquer uma das trés posicoes.
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e Porém, ao fazer isso, acabamos subtraindo excessivamente os casos com todos os elementos iguais
(que aparecem em ¢ ), pois eles foram subtraidos 3 vezes e s6 deveriam ser subtraidos 1 vez. Por
isso, somamos de volta 2 - cg.

e Por fim, dividimos o resultado por 6 para corrigir as permutagoes dos elementos (3! = 6), j& que
estamos interessados apenas em conjuntos de alunos distintos, e nao em suas ordenacoes.

Resumo

A estratégia computacional envolve:
1. Construir os polinémios descritos anteriormente.

2. Precomputar para todos os valores possiveis usando as convolucoes, que podem ser feitas de
forma eficiente com FWHT.

3. Acessar a resposta para cada ntmero especial E;.

Isso permite resolver o problema de maneira eficiente mesmo com restrigoes grandes.
Complexidade
A complexidade esperada da solucéo é:

e O(K-(N+ M+ 2K)), onde K é a quantidade de digitos, N é o ntimero de alunos e M ¢é a
quantidade de niimeros especiais.

Solugao por transformada: O(K - (N + M + 2K))
Notagao
Vamos definir a terminologia para formalizar a solucgao:

e K: O numero total de habilidades distintas.
e N: O numero total de alunos.
e Uma madscara (mask) é um inteiro de K bits, que representa um subconjunto de habilidades.

e f[mask]: A quantidade de alunos cujo conjunto de habilidades é ezatamente representado por
mask.

e F[mask]: A quantidade de alunos cujo conjunto de habilidades é um subconjunto de mask.
Matematicamente, F'[mask] = > 1~ flsub].

e g[mask]: A resposta final. O nimero de equipes de 3 alunos distintos cuja unido de habilidades
é eratamente mask.

e G[mask]: O numero de equipes de 3 alunos distintos cuja uniao de habilidades é um subconjunto
de mask. Matematicamente, Gmask] = > 1 . g[sub].

Passo 1: Contagem Inicial dos Alunos

Primeiro, processamos a entrada para popular o vetor f. Iteramos pelos N alunos e, para cada
aluno com conjunto de habilidades H;, incrementamos f[H;].

f = array de tamanho 27K inicializado com zeros
Para cada aluno i de 1 a N:
mask_aluno = converte a string H_i para inteiro
f [mask_aluno] ++
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Passo 2: DP Sobre Subconjuntos (SOS DP) - Ida

O préximo passo é calcular F[mask] para todas as 25 mascaras possiveis. A definicio é F[mask] =
Y subCmask J [Sub]. Uma maneira ingénua seria iterar por todas as sub-méscaras para cada maéscara,
resultando em uma complexidade de O(3%), o que é invidvel para K = 20.

Usamos a DP Sobre Subconjuntos, que calcula esses valores em O(K - 2%). A ideia é iterar
sobre cada bit ¢ de 0 a K — 1 e, para cada mascara, adicionar a contribuicao das mdéscaras que
diferem apenas no i-ésimo bit. Para mais detalhes sobre essa DP leia o blog do Codeforces: https:
//codeforces.com/blog/entry/45223.

// Inicialmente, F é uma cépia de f
F=f

// Itera sobre cada bit
Para i de 0 a K-1:
// Itera sobre todas as mascaras
Para mask de 0 a (27K - 1):
// Se o i-ésimo bit de mask esta ligado
Se (mask >> i) & 1:
// Adiciona a contribuigdo da mascara sem o i-ésimo bit
F[mask] += Flmask ~ (1 << 1i)]

Ao final deste processo, F[mask] conterd o nimero total de alunos cujas habilidades sdo um subcon-
junto de mask.

Passo 3: Calculando Combinacoes de Equipes

Agora, vamos calcular G[mask]. Se a uniao das habilidades de uma equipe de 3 alunos é um
subconjunto de mask, entao cada um dos 3 membros deve, individualmente, possuir um conjunto de
habilidades que é um subconjunto de mask.

O numero de alunos que satisfazem essa condicao é exatamente F[mask]|. Portanto, o nimero de
maneiras de formar uma equipe de 3 pessoas a partir deste grupo de alunos é dado pela combinagao
de F[mask] escolhe 3.

Glmask] = (F hnask]) Flmask] - (F[mask] — 1) - (F[mask] — 2)

3 ) 6
Calculamos G[mask]| para todas as méscaras de 0 a 25 — 1.
Passo 4: Invertendo a Transformada (SOS DP - Volta)

Neste ponto, temos G[mask] = Y cinask 9[sub]. Nosso objetivo é encontrar gjmask]. Para isso,
aplicamos o Principio da Inclusdo-Exclusao, que pode ser implementado como a operacio inversa da
SOS DP.

A relacdo para obter g é:

glmask] = Glmask] — ) g[sub]

subCmask

Isso pode ser implementado de forma eficiente com uma estrutura de loop semelhante a da ida,
mas com subtracao.

// Inicialmente, g é uma cépia de G
g =G

// Itera sobre cada bit


https://codeforces.com/blog/entry/45223
https://codeforces.com/blog/entry/45223
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Para i de 0 a K-1:
// Itera sobre todas as méascaras
Para mask de 0 a (27K - 1):
// Se o i-ésimo bit de mask estd ligado
Se (mask >> i) & 1:
// Remove a contribuigio das sub-mascaras
glmask] -= glmask = (1 << i)]

Apés a execugao deste algoritmo, o vetor g conterd a resposta para cada possivel subconjunto especial.
Finalizagao

Para cada uma das M strings de consulta F;, convertemos a string para sua representacao inteira
mask_especial e imprimimos o valor de g[mask_especial].

Complexidade Total
e Passo 1 (Contagem): O(N - K)

Passo 2 (SOS DP - Ida): O(K - 2K)
Passo 3 (Célculo de G): O(2%)

Passo 4 (SOS DP - Volta): O(K - 2K)

e Consultas: O(M - K)

A complexidade dominante é O(K -(N+M +2%)). Com N = 10°, K = 20, M = 5-10%, esta abordagem
¢ eficiente o suficiente para ser aceita.

Bonus: FWHT

Além do método SOS-DP, a etapa de soma sobre subconjuntos também pode ser implementada de
forma equivalente usando a Fast Walsh-Hadamard Transform (FWHT). A FWHT é uma transformada
discreta que, quando aplicada com a operacao de OR, computa exatamente a soma sobre subconjuntos.
A transformada inversa da FWHT realiza a operacao oposta, que é o que precisamos para o ultimo
passo. Ou seja, podemos resolver da mesma forma usando FWHT.
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Problem |
Investigacao Cdsmica

O objetivo é encontrar o maior valor inteiro possivel para o raio da 6rbita da primeira estrela, R, de
forma que exista uma configuracao valida de raios Ry, Ro, ..., Ry.
Analise das Restricoes e Relagcoes Fundamentais

Primeiramente, vamos formalizar as regras do problema. Temos N estrelas, e a i-ésima estrela estd
na posicao (z;,y;)-
Distancia entre Estrelas

As estrelas ¢ e ¢ + 1 estdo sempre alinhadas horizontal ou verticalmente. Portanto, a distancia

euclidiana entre elas, que denotaremos por d;, é simplesmente a diferenca absoluta em uma das coor-
denadas, ou seja

di = V(% — 2i01)2 + (Y — Yir1)? = |20 — Diva| + |yi — vital,

uma vez que um dos dois termos serd sempre zero.
Condigao de Transicao de Orbita

A nave abandona a érbita da estrela ¢ no ponto mais proximo da estrela ¢ + 1 e imediatamente
comeca a orbitar a estrela ¢ + 1. Para que essa transicao seja continua, o ponto de saida da orbita @
deve ser o mesmo ponto de entrada na érbita i+ 1. Esses pontos estao no segmento de reta que conecta
as estrelas 7 e i + 1. Isso implica que as duas 6rbitas devem se ”tocar” nesse ponto. Geometricamente,
a soma de seus raios deve ser exatamente a distancia entre seus centros:

Ri+Riy1=d; paral <i<N.
Condicgoes sobre os Raios
O problema estabelece duas condigoes para os raios:
1. Cada raio R; deve ser um inteiro positivo: R; > 1.

2. Para cada 1 < ¢ < N, o raio R; deve ser estritamente menor que a distancia para a proxima
estrela: R; < d;.

Notemos que a segunda condicao, R; < d;, é uma consequéncia natural da primeira e da condigao
de transicao. Se R; + R;+1 = d; e sabemos que R;1 > 1, entao:

Ri=d; — Riy1 <d; — 1.

Expressando todos os Raios em Funcao de R;

Nosso objetivo é encontrar o maior R; possivel. Para fazer isso, vamos expressar cada R; em
termos de R; e das distancias d;. A partir da relagdo R;11 = d; — R;, podemos derivar as seguintes
equacoes:

Ro=dy — Ry

Ry =dy—Ry=dy— (di — R1) = (dg — d1) + Ry
R4:d3—R3:d3—((d2—d1)—|—R1):(dg—d2+d1)—R1
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Podemos observar um padrao de soma alternada. Vamos definir uma constante C; que representa a
parte da expressao de R; que depende apenas das distancias:

Ri=C; + (-1)"'Ry,

onde C7 =0 e, para ¢ > 1, os C; s@o as somas alternadas das distancias:

i—1
C; = (—1)i_1_jdj =di1—dio+---%d;.
1

J

Uma forma mais simples e computacionalmente eficiente de calcular C; é através da recorréncia:

CZ' =d;_1 — C,;_l para 1> 1.

Estabelecendo os Limites para R;
Agora, aplicamos a restricio R; > 1 para cada i de 1 a N:
Ci+ (-1)""'Ry > 1.
Temos dois casos, dependendo da paridade de i:
e Caso 1: i é impar. Neste caso, i — 1 é par, e (—1)""! = 1. A inequacdo se torna:
Ci+Ri1>1 = R >1-C,.
Isso nos d4 um limite inferior para R;.
e Caso 2: i é par. Neste caso, i — 1 é fmpar, e (—1)"! = —1. A inequacio se torna:
Ci-R1>1 = (C;—1>Ry — R <(C;—-1.

Isso nos d4 um limite superior para R;.

Para que uma solucgao vélida exista, R; deve satisfazer todas essas N inequagcdes simultaneamente.
Portanto, R; deve estar em um intervalo [L, R], onde L é o médximo de todos os limites inferiores e R
é o minimo de todos os limites superiores.

L = max({1 —C; | i é impar}),
R =min({C; — 1| é par}).

Solucgao Final

Uma configuracao véalida de érbitas existe se, e somente se, o intervalo de valores possiveis para
Ry nao for vazio, ou seja, se L < R. Se essa condigao for satisfeita, o maior valor inteiro possivel para
Ry é, por definicdo, R. Se L > R, nao ha nenhum valor de R; que satisfaca todas as restricoes, e a
missao é impossivel.
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Algoritmo

1. Leia N e as coordenadas das N estrelas.
2. Calcule as distancias d; = |x; — xj+1] + |y; — yiy1| parai de 1 a N — 1.

3. Inicialize as varidveis de limite: long long L = 1, long long R = infinito (um valor muito
grande).

4. Inicialize C = 0.
5. Iterede 7 =1 até N:

(a) Se i é impar: L = max(L,1— C).
(b) Se ¢ é par: R =min(R,C —1).
(¢) Se i < N, atualize C para o préximo passo: C' =d; — C.

6. Apds o lago, se L < R, a resposta é R.

7. Caso contrario (L > R), a miss@o é impossivel, e a resposta é -1.
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Problem J
Joao Joao

Resumo do Problema

O objetivo do problema é determinar o nimero minimo de novas tarefas que precisam ser criadas
para que se tenha ao menos uma tarefa de cada nivel de dificuldade, de 1 a 4.

A entrada consiste em uma lista de 10 nimeros inteiros, cada um representando o nivel de dificul-
dade de uma tarefa ja existente.

Solucao

A solucao consiste em verificar quais niveis de dificuldade ja estao presentes entre as 10 tarefas
fornecidas e, em seguida, calcular quantos niveis ainda estao faltando.

Por exemplo, se as tarefas existentes cobrem os niveis 1, 2 e 4, apenas o nivel 3 esta faltando.
Portanto, seria necessario criar apenas 1 nova tarefa. Se todos os quatro niveis ja estiverem presentes,
nenhuma nova tarefa precisa ser criada.

A implementacao pode ser feita de forma eficiente utilizando uma estrutura de dados para ar-
magzenar os niveis de dificuldade tnicos ja existentes, como um vetor de booleanos de tamanho 4, um
conjunto (set) ou mesmo 4 varidveis separadas. A solu¢do mais simples utiliza um lago de repeticao
para a leitura da entrada, mas como o tamanho da entrada é constante, era também possivel a solucao
sem este tipo de estrutura. A resposta é dada pela subtracao entre 4 e a quantidade de niveis distintos
ja encontrados na entrada.
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Problem K
Knockout, suico e outros formatos de torneio

Para resolver o problema, precisamos descobrir o menor valor de X t.q. para toda rodada do torneio,
a quantidade de jogadores com pontuagao (7,5), 0 <i < A,0 < j < B, seja um niimero par.

Podemos deduzir a seguinte férmula para a quantidade de jogadores que alcancam a pontuagao
(,4) no torneio:

. X [i+]

Uma explicacao possivel é que os jogadores que alcancam a pontuacao (i,7) s@o os que vencem
1 partidas e perdem j partidas. Existem (ZJZ”) maneiras de escolher quais ¢ partidas esses jogadores
vencem e, por consequéncia, quais j partidas eles perdem. Chamemos esta sequéncia de vitérias e
derrotas de historico do jogador. Existem exatamente inj jogadores com cada um dos (“l” ) histéricos
possiveis.

Seja f(x) uma funcao t.q. 2/(*) ¢ a maior poténcia de 2 que divide z. Temos que:

flent(i, 7)) = f(X) = (i +7) + f(( +5)) = f(i) = (Y

Como precisamos que cnt(i, j) seja um nimero par positivo para todo i, j, temos que f(cnt(i,j)) >
0 para todo i, j. Assim, temos que:

FX) = (+5) + f(@E+5)) = f@) = £ >0
FX) >i+ 5= f((+5))+ f@) + ()

Uma das manifestagdes da Formula de Legendre nos diz que f(z) = x — popcount(x), onde
popcount(x) é a quantidade de bits 1 em z. Assim, temos que:

f(X) > G(i,j) =i+ j— (i +j — popcount(i + j)) — (i — popcount(i)) — (j — popcount(j))
=i+ j + popcount(i + j) — popcount(i) — popcount(j)

Seja Y = max; ; G(7,7). Nao é dificil perceber que a resposta que procuramos é Y 4 1. Contudo,
computar o valor de Y passando por todos os valores de i, j possiveis é invidavel dados os limites do
problema.

Note que pode se dizer que as parcelas popcount(i+j), popcount(i) e popcount(j) da férmula acima
assumem valores dentre 0 e logy(A+ B). Nao é dificil perceber que — logy(A+ B) < popcount(i+ j) —
popcount (i) — popcount(j) < 0.

Com isso, podemos deduzir duas desigualdades importantes:

GA-1,B-1)>A—-1+4+B—-1-logy,(A+ B),
G(i,j) <i+J.
Assim, se (i, j) estd mais distante de (A—1, B—1) que logy(A+ B), entao G(i, ) nunca serd maior
que G(A—-1,B—1).

Como sabemos que logy(A + B) < 61, podemos computar o valor de G(i,j) somente para uma
submatriz de tamanho 61 x 61 na parte inferior direita da matriz (A — 1) x (B — 1), que ¢é mais


https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre%27s_formula
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que suficiente para os valores de A, B dados na entrada, que nos dd uma solucdo com complexidade
O(log*(A + B)).

Desafio 1: Resolva o problema em O(log(A + B)).
Desafio 2: Resolva o problema em O(loglog(A + B)).
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Problem L
LLMs

Neste problema, simular os passos descritos é suficiente para passar sem algoritmos ou estruturas de
dados arrojados. Uma consulta é composta de:

1.

Criar um janela pegando as tultimas K palavras da entrada. Desta forma, temos uma janela
inicial de K palavras. Vocé ja pode imprimir todas as palavras que sao lidas da entrada para
facilitar.

. Em seguida fazemos um laco que para quando achamos a palavra ou quando a janela atual for

vazia. Se a janela atual acabar com 0 palavras, significa que nao encontramos a palavra no texto
e a resposta é ‘*’ para esta consulta.

Dentro do lago, iteramos ¢ de 0 até M — o tamanho da janela atual exclusive. Comparamos todas
as palavras da base de conhecimento que comecam em ¢ com a janela atual. Se todas batem,
adicionamos ao nosso vetor de candidatos a proxima palavra da base de conhecimento localizada
em i+ o tamanho da janela atual.

Se o vetor de palavras candidatas é vazio, recomegamos o lago retirando a primeira palavra da
nossa janela.

Senao, iteramos sobre as palavras do nosso dicionario. Somamos todos os produtos internos dos
vetores do diciondrio com cada uma das palavras candidatas. Escolhemos a palavra do dicionério
com maior produto interno, dando preferéncia a primeira que foi encontrada em caso de empate.
Essa serd a resposta.
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Problem M
Muralhas reforcadas

O método mais facil para resolucao desse problema utiliza busca binaria na resposta. Queremos buscar
o menor minimo que é possivel ter como resposta. Pra testar se uma resposta candidata X ¢é valida,
basta achar o 1ltimo valor no vetor que é menor que X e aplicar a operagao naquela posicao. Se o
minimo de todo o vetor ficar maior ou igual a X, é possivel obter aquele o minimo como resposta.
Essa solucdo é O(N log A) onde A é a resposta que pode variar de 0 a 2 - 10°.

Pode ser resolvido também em O(N) através do uso de uma estrutura de fila minima e vetores de
prefixo e sufixo de minimo. A fila minima deve ser mantida com no maximo K elementos percorrendo
pelo vetor. Para diminuir todos os elementos da fila em 1 (para replicar a operagdo do enunciado)
basta manter uma variavel de delta da fila minima atual. Ao adicionar um elemento na fila minima,
o valor adicionado é subtraido com o delta. Ao obter um minimo da fila minima, adicione o delta
novamente. Para decrementar todos os valores da fila, decremente o delta. Os vetores de prefixo e
sufixo devem ser usados para calcular o valor da resposta na posi¢ao atual junto com o valor da fila
minima.



